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54151 Lissajous-Figuren

Vorwort

Lissajous-Figuren sind Kurven, die man sehr gut durch physikalische Experimente erzeugen kann.
Dazu muss man zwei Schwingungen Uberlagern, die nicht ,im gleichen Takt* schwingen.
Das kann man mit einem Fadenpendel machen, aber noch besser an einem Oszilloskop.

Siehe dazu https://de.wikipedia.org/wiki/Lissajous-Figur mit vielen Abbildungen.
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Lissajous-Figuren
1 Vorschau

Lissajous-Figuren entstehen, wenn man zwei zueinander senkrechte Schwingungen uberlagert,

also je eine Sinusschwingung entlang der x-Achse und eine entlang der y-Achse.

Man kann also die allgemeinen Gleichungen z. B. so aufstellen:

x(t)=a,-sin(o,-t+¢,) und y(t)=a, sin(w, t+¢,) mit a,, >0, t=0
Man erhalt die Kurven auch durch die vereinfachten Gleichungen:

x(t)=a,-sin(o;t) und y(t)=a,sin(w,t+o¢) mit a,, >0, t>0

. . . ... @ iy O
Die Formen der Kurven hangen ab vom Amplitudenverhaltnis —-, vom Frequenzverhaltnis —
a, ®,

bzw. k in der vereinfachten Form sowie von der Phasendifferenz ¢, —¢, bzw. ¢ der beiden
Schwingungen. Durch Variation dieser Kenndaten kann man beliebig viele unterschiedliche Figuren
erzeugen, dazu gehdren dann auch so ,banale“ Kurven wie Strecke, Kreis, Parabelbogen, Ellipse

und naturlich dann alle die faszinierenden Kurvenbilder, die man so in der Literatur findet.

Eine Lissajous-Figur ist eine geschlossene Kurve, wenn das Frequenzverhaltnis eine rationale Zahl

ist. Gleiche Frequenzverhaltnisse ergeben bei verschiedenen o —Werten die gleichen Kurven.

Ist die Kurve nicht geschlossen, ,bewegt® sie sich dicht im Rechteck mit den Eckpunkten

Ei,s4(+a, [ +a,). Wie in diesem Beispiel:

12,34

X(t) =2-sin (2t) und y(t)=2-sin(v2-t+1n)

Hier habe ich t [0;50x] verwendet. Je groRer man das
Intervall macht, desto dichter wird das Rechteck von der
Kurve belegt. (MatheGrafix!)

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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2 Beispiele

Beispiel 1 [ x(t)=2-sin(t) und y(t)=2-sin(2t) fiir te[0;2n] ]

Zunéchst werde ich den Bewegungsablauf durch die Berechnung einiger Kurvenpunkte zeigen.
Dabei kann man sich unter t die Zeit vorstellen. Ich berechne eine Punktfolge P(t):

t=0: x(0)=2-sin(0)=2-0=0
y(0)=2-sin(0)=0 P(0)= A(0]0)
todmi x(im)=2esin(in) =232 =2 P(ir)=B(v2]2)
y(in)=2-sin(in)=2-1=2 e
t=12mn X(%n)zZ-Sin(%n):Z‘l:Z .
y(£m)=2-sin(n)=2-0=0 } P(z7)=C(210)
t=32n x(3n)=2-sin(3n)=2-142 =42 )
y(3n)=2-sin(3rn)=2-(-1)=-2 } P(IE)ZD(\EI_z)
t=m: x(n)=2-sin(n)=2-0=0 e
y(n)=2-sin(2n):0 } P() A(O|0)
tZ%TE X(%ﬂ:)=2~sin(%ﬂ:)=2-(—%\/§)=—\/§ } P(%TE)ZE(—\/Elz)
y(3m)=2-sin($n)=2-1=2
t=3n x(2n)=2-sin(3n)=2-(-1)= -2 } P(37)=F(-2]0)
y(3m)=2-sin(3n)=2-0=0
t=2In x(%n)=2-sin(%n)=2-(—%\/§)=—\/§
V(3)=2-sin(3m)=2- (1) = 2 h
t=2m: x(2n)=2-sin(2n)=2-0=0
y(2rn)=2-sin(4n)=0 }

Das Frequenzverhaltnis ist O :%, also ist die Kurve
®,

geschlossen. Die Amplituden sind beide 2, also verlauft
die Kurve im Rechteck E 12| +2)

12,34 (

Berechnung einer expliziten Kurvengleichung:

Die Formel sin(2t) = 2-sin(t)-cos(t) hilft weiter:
y =2-sin(2t) = 4-sin(t)-cos(t) )
Aus sin®(t)+cos®(t)=1 = cos(t)=+,/1-sin’(t)

Damitwird (1) zu y =+4-sint-J1-sin’t  (2)

Aus x =2-sint folgt sint=> .

2
: . X x? 4-x° 3
Das setzt manin (2) ein: y = i4~§~ 1—7 =+2xX- =+Xx-v4-X (3)

4

mit dem Definitionsbereich D =[-2;2 ]. Durch Quadrieren folgt das

Ergebnis: [y2 =x(4-x*) bzw. y®=4x-x° ]

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Diese Gleichung gehért nicht zu einer Funktion, denn man sieht, dass die Zuordnung x — y

nicht eindeutig ist.

Man kann jedoch aus (3) zwei Ersatzfunktionen angeben:
fi(x)=—-x-V4-x?
f,(x)=x-v4-x?

£,00)

A

Y Lissajous-Figur

yx

Im Text 54011 (Differentialgeometrie) wird die Gleichung '? £ 1
fir den Krimmungskreis an der Stelle x = 2 hergeleitet. 11
Hier die entsprechenden Zeilen: f 51
f,(x)
Ableitungen: x(t)=2-cos(¢), X(t)=-2-sin(9)
y(t)=4-cos(2¢). y(t)=-8-sin(2¢)
Kriimmung: _ 'y~)'(—5i~33/'/2 _ —16-cos(¢)-sin(2¢)+8-sin(e)- COS(Zq))
(X2 + y2) [4 cos’(¢)+16-cos (2@)]
Die Stelle x = 2 gehort zum Parameterwertt = 1,
denn x(t)=2-sin(t)=2 < sin(t)=1 < t=1=
(31) -16-cos(3m)-sin(n)+8-sin(in)-cos(n) -16-0-0+8-1-(-1) -8 1
Ki2m)= = = - = ...= -
’ [4~cos2 (37)+16-cos? (r:)]e'/2 [4-0+16~1]3/2 J16° 8
Also ist der Krimmungskreisradius: r= + =
(i)
Und der Kriimmungskreismittelpunkt: M(2-8]0)=(-610)
Gleichung des Krimmungskreises: (x+ 6)2 +y’ =64
I 3
y
3-.
2-.
1--
\ ih | o
4 -13 -12 -1 -10 9 8 -7 -6 -5 -4 -3 1 1 '
-1-.
.2-.
_3..

Friedrich Buckel
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Beispiel 2 | x(t)=2-sin(t) und y(t)=2-sin(2t—1x) fir t<[0;2x] |

Zunachst werde ich den Bewegungsablauf durch die Berechnung einiger Kurvenpunkte zeigen.
Ich berechne eine Punktfolge P(t):

Die Schwingung beginnt fiir t = 0: x(0)=0 und y(0)=2-sin(—3n)=-2: P(0)=S(0|-2)

Nach einer Viertelperiode, also fiir t =17, befindet sich der ,Pendelpunkt* dort:

b -

y(3m)=2-sin(n—4n)=2-sin(3n)=2 3m)=A(2]2)

2

Nach einer halben Periode, also fir t = =, befindet sich der ,Pendelpunkt® dort:

x(r)=2-sin(r)=2-0=0, } P(r)=5(0]-2)

y(n)= 2~Sin(2n—%n) = 2-Sin(—%n) =2-(-1)=-2:

Nach t =2n erreichen wir diesen Punkt:

X(3m)=2-sin(3n)=2-(-1)=-2 } P(3n)=B(-2]2)

y(2n)=2-sin(3n—1n)=2-sin(3n)=21=2 :

Nach einer ganzen Periode, also fir t = 2r, befindet sich der ,,Pendelpunkt® dort:

X(2m) =2-sin(2r)=2-0=0, } P(r)=S(0]-2)

y(2n)=2-sin(4n—3n)=2-sin({n)=2-(-1)=-2:

Der ,Pendelpunkt® schwingt also von A iber S nach und wieder zuriick.

Diese Lissajous-Kurve ist also genau dieser Parabelbogen.

Erstellung der expliziten Kurvengleichung:

Y
Aus x =2-sin(t) folgt sin(t)=2x (1) B Y | 2
Die zweite Gleichung kann man auf zwei Arten umformen:
Mit der Verschiebungsformel sin(x —4m) = —cos(x), ' T

erhdlt man y=2-sin(2t-1t)=-2-cos(2t) (2)

2 2
Das erreicht man auch mit dem Additionstheorem:
sin(a-b)=2- [sin(a) -cos(b)-cos(a)- sin(b)} , namlich
sin(2t—4m) =2-| sin(2t)-cos(3n)—cos(2t)-sin(3x) | = —2-cos(2t)
0 1 Lissajors-Figur 2

Eine weitere Formel fiir den doppelten Winkel lautet: cos(2t) =1-2-sin?(t), also gilt
y=-2:[1-2-sin’(t)] = -2+ 4-sin’ (t)

Setzt man hier (1) ein, erhdlt man y =-2+4.1x?

Ergebnis: y=x*-2 mit dem Definitionsbereich D = x($x) = -2; x(1) = +2]

Die Kurve ist also ein abgeschlossener Parabelbogen.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Beispiel 3 [x(t)=2-sint und y(t)=2-sin(2t-+n) fir te[0;2n] ]
a) Ich berechne hier nur den Startpunkt der Schwingung: 2
2
x(0)=2-0=0 und y(0)=2-sin(~ix) :2~(—%J§) =2
Der ,Startpunkt® ist also S(O | —\/E) .
Noch ein weiterer Punkt: :
X(4m)=2-sin(1n)= 2.1J2 =42
y(%n) = 2-Sin(%n—%n) = 2~Sin(%n) = 2%\/5 =2
Das ergibt A(\/E | \/5)
b) Zu welchem Parameterwert t gehéren die beiden Hochpunkte?
Bedingung: y=2-sin(2t-+n)=2 (Das ist aber keine Extremwertbedingung!)
sin(2t—4m)=1
Substitution: u=2t—1n ergibt sin(u) =1
Eine Losungist u,=1n

Rucksubstitution:

Das ergibt dann

Hochpunkt:

H,(1852) fur t=32x.

1

2

11 -3 -3
A-—gn=5n1 & 2t=9n1 & t=3=n

X(%n) = 2~Sin(%n) ~ 1,85

Der linke Hochpunkt entsteht durch die Symmetrie H, (-1,85]2) fir t=2r-3n=%2n.

c)  Ableitungen: x(t) =
Tangentensteigungen: y'(x)=
Krimmung: y"(x)

d)

2-cos(t)
4.cos(2t—+1n

2-cos(t)

Bedingung fiur waagrechte Tangenten:

Im Intervall [0; 2r] muss dazu gelten:

2t—in=1I1n <
Oder: 2t—in=31 <
Oder: 2t-tn=31 o
Oder: 2t—in=In <

N N N DN
~ 5 ~ e~
Il Il Il |

) = 5o

y y(t) _ 4.cos(2t—4m)

~2-sin(t) J

-8-sin(2t—1n)

»Eigentliche” Berechnung der Extrempunkte (waagrechte / senkrechte Tangenten):

y(x)=0 < cos(2t-1n)=0

NN
a

ENEN]
a

NN

a
¢ ¢ 00
T

a

~—
Il
a

—
lL ®[N ®|w
-~ a

a

,ﬁ
1]

ofz ol
a

¥

y=cos(2x-1r/4)

o

Dazu berechnet man nun die Kurvenpunkte und die Krimmungskontrolle:

Friedrich Buckel
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Zugehdrige Kurvenpunkte:

t=in: i(gn):( 2:sin(5n) J=(125j & H,(185]2)

2-sin(3n—1n)

Hinreichende Bedingung: Y(3n)=-8-sin(2-2—1n)=-8-sin({n) <0 Maximum.
i} 2-sin(Zn) 0,765 0,765
_Ig- 3n) = ~ -9 _
t=em X(sn)_[Z-sin( n—%n)JN[ZSin(%n)j_( -2 ) < T(0765]-2)
Hinreichende Bedingung: y(tn)=-8-sin(2-2—1n)=-8-sin($n)>0 Minimum.

Die beiden anderen Extrempunkte erhalt man durch Spiegelung an der y-Achse.

Bedingung fir senkrechte Tangenten:

Xx(t)=0 < cos(t)=0 < t=1n oder t=3n
Zugehorige Kurvenpunkte:

e (228'?(1(—%)7:)]:(2~sif<%n)]:@ = P21

t=

N[

Hinreichende Bedingung: =-2. sm(% ) <0 Maximum (fir x) also Rechtspunkt.

t=2n: x(gn)_[z ims'gn_%)nJ [2 e ) @%) o P(-2142)

Hinreichende Bedingung: X($m)=-2-sin(3n)>0 Minimum (fir x) also Linkspunkt.

Die Abbildung zeigt die 2 Hochpunkte, 2 Tiefpunkte, den
Rechtspunkt und den Linkspunkt. P

e) Ferner enthélt sie zwei Tangenten, die wir jetzt berechnen

wollen:

Aufgabe:  Berechne die Gleichungen der Tangenten zu
t=0und t)in

Kurvenpunkte und Tangenten:

t=0: x(0)= [21.??—@:)} - (2 : (é%oﬁ)J ) (-35}

Tangentensteigung: y'(0) = - =

Tangente in S: y+v2=42(x-0) = |y=v2x-+2

o o L) e (B oo a2

4

~—
Il

NN

_ 4.cos(in—1n) 2-cos(in
Tangentensteigung: y'(1n)= 2-cc();(1n3 )= 008(1(;)) =
2 2

Tangente in A: y—x/§:2(x—\/§) S y:2x—\/§

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



54151 Lissajous-Figuren 9

Beispiel 4 | x(t)=2-sint und y(t)=2-sin(2t+x) fir te[0;2x] ]

Beispiel 5 | x(t)=3-sin (3t) und y(t) = 3-sin(4t—£x) fir t<[0;2n] ]

Beispiel 6 [ x(t) =3-sin (3t) und y(t)=3-sin(4t—Sr) fir te[0;2n] J

Beispiel 7 [ x(t) = 3-sin (5t) und y(t)=3-sin(2t) fir te[0;2x] J
yll lly

\ e

Lissajous-Figur 4

s-Figur 5
I

\ Ka

Lissajous-Figur 6 Lissajous-FIigur 7
l

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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3 Formenubersicht

In den Spalten haben wir konstantes Frequenzverhaltnis o, / o,
In den Zeilen die relative Phasendifferenz ¢ der beiden Schwingungen zueinander.

) 1:1 1:2 1:3 1:4 2:1
T ~ A \ ; v
f \
0 | \ / |. \ /\\‘111 l
[ | \
Y J \/ H|
; : ; 7 " - v
i /7 I;\\. /| ll. \\ /X\'
4 : . i s
C/ \X/ M/ V
A, '
AR AN AR VAN
o N RA I
Xl V \
o T A ' '
R \ R / ; | .'If%\ /.'
' NN ZARN R Wi
PR \_ \/ 'L-"ll
AT
- 1/ | |'| .'I
l' A \\ I |III \/ |
K// \\ / |
' S\ T ) 1
5 .'"l ‘\ | / / |
ZTC = Il'.l I v W |i [ '\‘ l,l' ,'I! x
\) V"rr \\ \B(,’f
/) : /
§Tc /L\ ;/ \\ u|qv \p|
2 k/ / L s 1
."f \ \/ v
Y N\ N g
7 /7 .ff \ l'. \ 7@[
L/, \\) l
v ~T A \ ; -
f \
21 I \\ Al \ /\\Iﬁ :
|I II \
&// \\/’; \/ ll'
X =a-sin(t) X =a-sin(t) X =a-sin(t) X =a-sin(t) X =a-sin(2t - ¢)
y=a-sin(t-¢)| |y=a-sin(2t-¢)| |y=a-sin(3t-¢)| |y =a-sin(4t-¢)||y=a-sin(t)
Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Abbildungen fur das Frequenzverhaltnis ny:n, (Amplitudenverhaltnis 1:1)

® 2:3 (0] 3:4 (0] 2:5
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@
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S
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|48
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;
N o
[P

S SIS S

L

Wie kann man aus diesen Daten eine Kurvengleichung erstellen?
Man geht z. B. von diesen Gleichungen aus:
x(t)=a,-sin (o,t) und y(t)=a,-sin(w,t—¢) fir te[0;2x]
Um die Kurve mit der Phasendifferenz ¢ = 3n und dem Frequenzverhaltnis 2:3 zu erhalten,
waéhle ich z. B. , =2 und o, =3 und erhalte:
x(t) =a,-sin(2t) und y(t)=a,-sin(3t-1x) fir t[0;2x]
Die GréRe der Kurve hangt davon ab, wie ich a; und a, wahle. Sie sie gleich groR, liegt die Kurve

in einem Quadrat der Seitenlange a;, sind sie verschieden, dann liegt sie in einem Rechteckt und

ist gegenliber der Quadrat-Darstellung gestreckt:

Ich habe alle Abbildungen mit MatheGrafix erstellt und dabei a; = a, = 2,5 gewahit.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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(@)  x(t)=2-sin(2t) und y(t)=2-sin(3t—3xn) (b) x(t)=3-sin(2t) und y(t)=3sin(3t—3x)

Hier: Gleiche Form nur vergréRert.

\ e

(c)  x(t)=2-sin(2t) und y(t)=3-sin(3t—{n)

Wenn man o so verandert, dass das Frequenz-

verhaltnis gleich bleibt, andert sich die Kurve nicht:

(d)  x(t)=2-sin(10t) und y(t)=2-sin(15t—2x)

Hier: Gleiche Schaubilder

nicht rational ist:
(d)  x(t)=2-sin(2t) und y(t)=2-sin(v2-t+ix)

Hier habe ich t [0;50x] verwendet. Je groRer man das
Intervall macht, desto dichter wird das Rechteck von der
Kurve belegt. (MatheGrafix!)

Friedrich Buckel
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4 Wichtige Aufgaben

Stelle die Koordinatengleichungen fiir diese Kurven flr t e [O ; 21:[ auf:

o poe) ST o

2

Berechne auch die Extrempunkte (in x- und y-Richtung) und zwar aus der

Parametergleichung.

A A
Y _ y

ol

=y

Anleitung findet man auf Seite 6 unten.

Die Losungen beginnen auf der nachsten Seite.

Friedrich Buckel
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Losung fur a)

D

In der Formelsammlung steht dies: sin(3a) =3-sin(o) - 4-sin’ (o)
Damit folgt aus (2): y = 3a-sin(t)-4a-sin’(t)
Aus (1) folgt: sin(t) == i ty |=F
a
1 H
. . X x®
Dies setzt man ein: y=3a-—-4a-—
a a 1+
Nach Kirzen erhalt man: y = 3X —izx3 ! , = | | X
a 2 1 of° 1 2
Im Beispiel wara = % : y= —%xe’ +3x T
4
6 3 -2--
y X + X r=T7/hmr R
=11/6n 2

Nun muss aber der Definitionsbereich eingeschrankt werden, denn die Lissajousfigur hat ja einen
linken Endpunkt L(-2,5]2,5) und einen rechten Endpunkt R(2,5|-2,5).

Die Kurve wird fur das Intervall [0 ; 27:[ genau zweimal durchlaufen. Fir t = 0 beginnt man im
Ursprung, fiir t =1 = erreicht man den Hochpunkt (s. u.), fiirt = 17 den Punkt R. Fir
t von Jn bis t = 2 wird die ganze Kurve ,rickwarts®, also von R nach L durchlaufen. Fiir t von

27 bis t=2n wird dann der Bogen von L bis zum Ursprung nochmals durchlaufen.

Der Definitionsbereich fiir die Kurve in Koordinatendarstellung lautet also D = [—2,5 ; 2,5] .

x =2,5-sin(t) }

Berechnung der Extrempunkte fir :
y =2,5-sin(3t)

_ X(t)=2,5-cos(t) X(t)=-2,5-sin(t)
Ableitungen: . , . )
y(t)=7,5-cos(3t) y(t) =-22,5-sin(3t)
3t=1n = t=In
3t=3n = t,=In
. 3t=3%1 = t,=3n
' : t)=0 < cos(3t)=0 < 2 8¢
Bedingung fiir die y-Richtung:  Y(t) (3t) Sti—ln = t,-In
Jetzt erst hat t das ganze Intervall [0; 2n] durchlaufen.  |3t=%n = t,=2r
t=n = t,=4n

=125
c } Kontrolle: y({n)=-225-sin({n)<0 = H(125|25)

Zn)=25-sin(Z1) =12
{X(jng > S'n(jn) 2’55} Kontrolle: §(2r)=—225-sin(31)>0 = T(-125|-25)
G 2m)=-2
1

Die Werte 2 snund §n fahren ein zweites Mal zu Hund T.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Sehr wichtig fur das Versténdnis dieser Theorie sind die Werte t, =Jn und t; = 3=

Man sollte sich jetzt nochmals ins Gedachtnis zurtickrufen, dass diese Kurve auch die

Gleichung y = —£x3 + 3x hat. Diese ganzrationale Funktion 3. Grades hat genau zwei

Extrempunkte, und zwar mit waagerechter Tangente.

Beschrankt man diese Kurve jedoch auf den Definitionsbereich D = [—2,5 ; 2,5] (s. 0.), dann hat
die Kurve zwei Randextrempunkte, die aber keine waagerechte Tangente haben.

Bei ganzrationalen Funktionen wirde man das so beweisen:

Gilt am rechten Rand f'(x; ) <0, dann liegt ein rechter Randtiefpunkt vor,
gilt am linken Rand f'(xL) <0, dann liegt ein rechter Randhochpunkt vor.

Bei Parameterkurven bedeutet die Bedingung y(t) =0 und §(t) >0 nicht Tiefpunkt
mit waagerechter Tangente, sondern minimaler y-Wert mit eventuell schrager Tangente.

Rechnen wir nach:

2,5- 1 2,5
X(3m) = sin(37) =2, Kontrolle: y(1n)=-225-sin((x)>0 = minimaler y-Wert.
y(3m)=25-sin(3n)=-25

Und das ist der rechte Randtiefpunkt R(2,5]-2,5)

Entsprechend folgt:

x(2n)=25-sin(2n)=-2,5 . , .
{yén;:Z,Ssinén;:ZS } Kontrolle: y(2n)=-225-sin(2n)<0 = maximaler y-Wert.

Und das ist der links Randhochpunkt L(-2,5]2,5)

—1
Bedingung fiir die x-Richtung:  x(t)=0 < cos(t)=0 < {:2 - 52}
572
Kurvenpunkte:
2, 1 2
x(37)=25:sin(3) =25 Kontrolle: X(1m)=-25-sin(1n)<0 = maximaler x-Wert.
y(2m)=25-sin(in)=-25
37)=2 3g)=-2
X(37) =2.5-sin(3r) =25 Kontrolle: X(2n)=-25-sin({n)>0 = minimaler x-Wert.
y(3n)=25-sin($n)=25

Man erhalt so den rechten Randpunkt (also den Kurvenpunkt mit maximaler x-Koordinate)
und den linken Randpunkt (also den Kurvenpunkt mit minimaler x-Koordinate).
Es ist Zufall, dass bei dieser Kurve diese beiden Kurvenpunkte Extrempunkte in x-Richtung und in

y-Richtung sind.
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54151 Lissajous-Figuren 16
L6sung fir b)
=a-sin(t 1
Gegeben: x=4 s!n( ) ( )
y =a-sin(4t—4n) (2)
1. Schritt: ~ Zerlegung mit der Formel 'sin(a —B) = sin(a)cos(B)—cos(a)sin(p):
sin(4t—2n) = sin(4t)cos(4r)—cos(4t)sin({n) = —cos(4t)
=0 1
2. Schritt:  Zerlegung von cos(4t) . Es gibt dazu eine fertige Formel, doch die steht nicht tberall.
Man findet jedoch cos(2t) =cos?(t) - sin®*(t) =2cos”(t)-1.
—
:1—cosz(t)
Diese wende ich so an:  cos(4t) = 003(2 ) =2 [cos]2 -1
Nochmals angewandt: ~ cos(4t)=2- [2 cos’ (t) - 1]2 -1=2. [4 cos’ (t)—4-cos(t)+ 1] -1
cos(4t) =8-cos’ (t)-8-cos’(t)+1
(Siehe auch Bronstein-Semendjajew: Taschenbuch der Mathematik).
3. Schritt:  Umformung von (2): y =-a-(8-cos*(t)-8-cos® (t)+1) (3)
4. Schritt:  Jetzt muss man sin und cos aus (1) und (3) eliminieren. Dazu muss man nun erst noch

(3) so umformen, dass sin statt cos auftritt. Ich ersetze also cos®(t) =1-sin®(t):

Neu sortieren:

y= —a-EB-D—sinz(t)T -8-[1-sin (1)]+1)
y =-a-(8:[1-2-sin’ (1) +sin* ()] -8-[1-sin’ (1) ] +1)
y =-a-([8-16-sin’(t)+8sin* (t) | -[ 8—8sin® (1) ] +1)

y =-a-(8-sin*(t)-8-sin’ (t)+1) (4)
o _ x =a-sin(t) (1)
Also heil¥t jetzt unsere Parametergleichung: 4 "
y:—a~(8~sm (t)-8-sin (t)+1) (4)
5. Schritt:  Elimination von sin(t): A
=5/4% H y H°2 t=a'4
=1,75x el
Aus (1) folgt: sin(t) . 24
a
4 2
In (4): y=- s-x—4—8.x—+1j 11
a a
X
X4 X2 } ' =
bzw. y= ~a—+8';—a ;) -1 0 1 2
-1+
Fira=2,5: y=-0,512-x*+3,2-x-2,5
..2--
L= T =R
=157 =0 =n/2

Wer Kurven 4. Grades kennt, konnte ahnen, dass eine solche Kurve hier vorliegt. Sie hat genau

wie in Aufgabe a) den Definitionsbereich D =[-2,5;2,5]. Und man kann genauso die Extrempunkte
wie dort berechnen. Ich habe die zugehérenden t-Werte eingetragen, die Koordinaten sind
H,, ~(£1768]25), R(25|-25), L(-25]|-25), T(0|-25).
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